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Exemples de composantes irreductibles et non reduites du 
schema de Hilbert des courbes lisses et connexes de (11) 

par Said AZZIZ 


§0- Introduction 


Soit Hd,g le schema de Hilbert des courbes lisses et connexes de degre d et genre g dans 
I’espace projectif P^ ( qu’on notera simplement P^ tant que le contexte reste clair) avec k un corps 
algebriquement clos de caracteristique nulle. Le resultat principal de cet article est le 


Theoreme. Soient d et g deux entiers satisfaisant : 


[A) 

iB) 


G(d,8) < g < y(d-74) si 146 > d > 95 
G(d, 8) < 5 < si d> 147 


Alors il existe une composante irreductible non reduite du schema de Hilbert H^ g dont Velement 
general est une courbe tracee sur une surface quartique a. droite double. 


Id, pour tout entier s, G{d, s) designe le maximum des genres des courbes lisses et connexes de 
degre d qui ne sont pas tracees sur une surface de degre s — 1; d’apres ([GPl], theoreme 3.1), si 
d > s{s — 1), alors 


G(d, s) — Trd‘‘ + 
2s 


s -4 _ (s - l)i^{s-i^) 

2s 


oil u est I’unique entier tel que 0<v<setiy = d (mod s). 

Le premier exemple de composantes irreductibles non reduites fut donne par Mumford 
([Ml]), suivirent les exemples de Gruson et Peskine ([GP2]), Kleppe ([Kl], [K2]), Ellia et Fiorentini 
([EF]), Ellia ([E]), Hartshorne ([HI]) ; dans ces exemples les courbes considerees sont situees sur des 
surfaces cubiques lisses. Dans ([DP]) Dolcetti et Pareschi donnent un exemple oil les courbes sont 
sur une surface quartique a conique double. Dans la majorite de ces travaux, les Hd^g consideres 
sont tels que g > G{d, 5) ; notre resultat en est une amelioration puisque G(d, 5) > G(d, 8) pour 
d> 95. 


Le theoreme ci-dessus ( qui est prouve dans la troisieme section de cet article ) constitue en 
fait une application de resultats plus generaux, demontres dans la deuxieme partie, qui concernent 
les deformations des courbes de P^ situees sur des surfaces a singularites ordinaires de lieu double 
une courbe lisse. Notre motivation est le fait que les surfaces quartiques a droite double que nous 
considerons sont en particulier des surfaces a singularites ordinaires. 

Le plus difficile dans la preuve de ce theoreme et de montrer que si G G Hd,g est une courbe 
tracee sur une quartique a droite double, alors toute generisation de G dans Hd^g est aussi tracee 
sur une surface quartique a droite double. On utilisera pour cela la proposition (2.11) qui traite de 
la meme question mais plus generalement pour les courbes tracees sur des surfaces a singularites 
ordinaires. 


La premiere partie de Particle rappelle les dehnitions des schemas polaires et des pinceaux 
de Lefschetz ; les resultats qui y sont etablis constituent les preparatifs necessaires pour etablir 
ceux de la seconde partie qui, elle, est la pierre angulaire du present article. 
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Get article generalise les resultats d’un travail de these (cf. [Az]) effectue sous la direction 
de N. Mestrano, qu’elle trouve ici mes sinceres remerciements. Je remercie aussi Carlos Simpson 
pour les nombreuses heures de discussion qu’il m’a accorde et ou j’ai beaucoup appris. 


§1- Schemas polaires 


Dans cette section nous traitons des schemas polaires, introduits par B. Teissier (cf. [Tl], [T2]) 
et D.S. Rim (cf. [R]). Nous en donnons une construction inspiree de ces travaux, ensuite nous 
etablissons le lien existant entre des schemas polaires particuliers et la notion de pinceaux de 
Lefschetz (cf. 1.7). Nous terminerons par la proposition (1.10) qui sera I’outil essentiel utilise dans 
la preuve de la proposition-cle de la prochaine section (cf. 2.5). 


Soient X et Y deux fc-schemas irreductibles de type fini, soit f:X —>■ Y un morphisme 
lisse de dimension relative m, soit C un fibre en droites sur X. Soit Dx/v(= fibre des 

differentielles relatives de X sur Y muni du morphisme d: Ox - ^x/y ■ 

Soit P un point de A, on dit qu’un voisinage affine U de P est un voisinage de coordonnees 
locales relatives, s’il existe xi,... ,Xm € Ox{U) tels que Xi(P) = 0, et flx/Y\u= (B^^Oudxi (de tels 
voisinages existent car / est lisse). 

Soit {Ua)aeA un recouvrement ouvert de X forme par des voisinages affines de coordonnees 
locales relatives {x' 


1 ,... 


,x‘^)a tel qu’il existe une trivialisation 0:C -> Ox de C par rapport a 

(Ua)a, i-e., , une famille d’isomorphismes {0a-P \jj Oua)a- Soit u une section globale non 
nulle de L. Pour tout aGA, notons CTq- = 0a{o' |c/a) et considerons I’ideal 

duo 


_ , dag 


dx'z 


-) cOuAUo.) 


Soit Ja = la le faisceau d’ideaux de Ou^ associe a alors les faisceaux Jg se recollent le long 
des Ua en un faisceau d’ideaux de Ox-, que Ton notera J- En effet pour tous a et (3 dans A, si Ug/s 
designe Ua G Up, on a cra/3 = tapcrpa, ou apa = crp\uci 3 , cFap = cra\uc.i 3 et tap e H^{Uap,0*x), ainsi 


duap _ dapg 
dxf ~ 


dt. 


■ 


ol(3 


dx[ 


(3ot 


ce qui implique Ja\uaf 3 = fT/sIc/c/s comme sous-faisceaux de Ouap- Uu calcul analogue permet de voir 
que le sous-schema correspondant au faisceau d’ideaux J ne depend pas du recouvrement {Ua}a 
ni de la trivialisation {9a}a choisis. Ceci donne alors un sens a la definition suivante : 


Definition 1.1. Soient X, Y, f, L, a et J comme ci-dessus- On appelle schema polaire de 
a par rapport au morphisme f, le sous-schema ferme de X correspondant a J qu’on notera 
Pol(/: X ^ Y, a) ou simplement Pol(/, a) quand le contexte est clair- 


D’apres la construction faite ci-dessus on pent voir sans difficulte la 
Proposition 1.2. Soit X, Y, f, C et a comme ci-dessus- Alors 

(i) Pol(/, cr) est egal au lieu singulier du morphisme /js oiiY est le schema des zeros de a- 

(ii) Pour tout changement de base h:Y' ^ Y on a Pol(A xY' ^ Y', q*a) — Pol(/, a) x Y' ou 
q designe la projection X xY' ^ X. 

Y 

Dans ce qui suit, nous allons decrire les schemas polaires des surfaces de relativement 
aux morphismes induits par I’eclatement de P^ le long d’une droite generale, en etablissant le lien 
qui existe entre ces schemas polaires et la notion des pinceaux de Lefschetz. 
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Definitions 1.3. Soit I’espace des plans de P^. Un point 11 de G(1,P^^), la grassmannienne 
des droites de P^^, s’appelle un pinceau de plans dans P^. Considerant 11 comme une droite dans 

p3V 

, on ecrira par abus de notation n = {i7t}jgpi. On appelle axe du pinceau 11 I’intersection de 
deux plans distincts quelconques de 11 . 

Definition 1.4. Soit S' C P^ une surface lisse, un pinceau 11 = {i?t}(gpi s’appelle un pinceau de 
Lefschetz de S s’il verifie les axiomes suivants : 

LI) L’axe A tie 11 coupe transversalement S. 

L2) II existe un ouvert denseU de P^ tel que pour tout tGU, Ht coupe transversalement S, et 
L3) pour tout to G \ U, Ht^ coupe transversalement S sauf en un point xq, qui est un point 
singulier quadratique ordinaire de Ht^ H S, i.e., un point de multiplicite 2 avec des directions 
tangentes distinctes. (Le point xq est appele point singulier du pinceau H, on notera Singll 
I’ensemble de tels points.) 

La notion des pinceaux de Lefschetz a ete traitee par N.M.Katz (cf. [Kl], [K2]) dans un 
cadre plus general qui est celui des sou-schemas lisses et irreductibles de P” pour n quelconque. 
Les resultats de ces travaux nous concernant sont reunis dans le 

Theoreme 1.5. Soit S une surface lisse de P^. Alors 

(i) les pinceaux de Lefschetz de S existent ([Kal], 2.5), 

(ii) ces pinceaux forment un ouvert dense de G(1,P^^) ([Kal], 3.2.1). 

(hi) Si n est un pinceau de Lefschetz de S, alors le cardinal de Singli (qui est fini par 
I’axiome L3j ne depend pas de II, plus precisement, c’est le degre de la surface duale de S, i.e., 
#Sing n = s(s — 1)^ avec s = deg S ([Ka2], 3.2.10). 

Remarque 1.6. Si II est un pinceau de Lefschetz d’une surface S C P^, d’axe A, alors les axiomes 
(LI) et (L3) entrainent le fait que Singll est contenu dans S\ A. On montre, dans le resultat qui 
suit, que Sing II est lisse et correspond a un schema polaire particulier. 

Theoreme 1.7. Soit S une surface lisse de P^ de degre s, definie par un polynome homogene F. 
Soit n un pinceau de Lefschetz de S d’axe A. Soit ip.F^ P^ I’eclatement de P^ en A, et soit 
q: P3 ^ pi la projection induite sur P^. Notons F = r]*F, alors 

(i) Pol{q,F) = ? 7 “i(Singn). 

(ii) Pol(( 7 , F) est fini de cardinal egal a s(s — 1)^. 

(hi) Tous les points de Pol(( 7 , F) sont simples. 

Demonstration. Tout d’abord, comme p est un isomorphisme en dehors de A, on voit que I’assertion 
(ii) est une consequence de (i) et de la remarque ( 1 . 6 ). 

Soit {Xo,Xi,X 2 ,Xs} un systeme de coordonnees homogenes de P^ tel que la droite A soit 
donnee par Xq = Xi = 0. Notons Af = P^ \ {Xi = 0}, et = ? 7 “i(Af). On a par definition 

Pol(( 7 , A) = [J^^QPoli avec PoU = Pol ((7 |~ 3 ,Aj = A |^), ainsi pour prouver les assertions (1) et 
(3), il nous suffit de determiner les PoU pour tout i. 

1® Cas : i G {2,3}. Supposons que i = 2 (le cas i = 3 se demontre de la meme maniere). Soient 
x = Xq!X 2 , y = Xi/X 2 , et z = A 3 /A 2 les coordonnees affines de Af, alors la droite A est definie 
par x = y = 0 et I’ouvert A^ est reunion des deux ouverts affines A^^ w z) ~ Spec k[x,w,z] et 
Hy,v,A = Spec k[v,y,z], on w = y/x et v = x/y. Le morphisme rj [43 ^ (resp. rj ^) s’ecrit 
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{x,w,z) 1-^ {x,xw,z) ( resp. (y,v,z) {vy,y,z)), et le morphisme q (resp. q \/^3 ) 

(x,w,z) (y,v,z) 

s’ecrit (x,w,z) w (resp. (y,v,z) v). Soit F2(x,y,z) = F(x,y,l,z) I’equation de S dans A^, 

alors on a 

,— dF2 dF2 , — ' dF2 dF2 , 

on F2{x,w,z) = F2{x,xw,z), et F2 {y,v,z) = F2{yv,y, z). Soit Mq = {xo,wo, zq) un point de 

~ dF2 dF2 

V{F2, —, -g —) ayant pour image Nq = (xq, vjoXq, zq) et considerons le plan 1) d’equation 

wqx — y = 0, on a alors i?(u)o,i) G n et Aq est le noeud de la courbe S'(u,op) = ^^(u,o.i) 5 ') i-S-, 

JVq G Singll. En elTet la matrice jacobienne de *S'(ujo,i) a pour mineurs au point Nq les quantites 


dF 2 . ^ dF 2 . „ dF 2 . dF 2 , 

“ = ^ Uo , /? = Uo , 7 = ^ Uo 

8^2 8^2 8^2 

qui sont nuls car a = —— |mo = 0 , /3 = wq —— |mo = 0 et 7 = —— \mo = 0 - Ce raisonnement etant 
8 x^ 8 z 8 z 

valable si I’on remplace F 2 par F 2 on a done Po ?2 C 77 “^(Singll). Inversement soit iVo = (xq, yo, zq) 
un point de Singll, alors (xo,yo) 7 ^ (OjO) car (Singll) n A = 0 ; soit par exemple xg 0, on a 

~ 8 fh 8 % 

done No = rjixo, yo/xg, zg) et Nq ( d’apres le calcul precedent) est dans V{F 2 , -r—, -iz—), i.e., dans 

8 x 8 z 

Pol 2 - Ceci demontre I’egalite de (i). Pour prouver (ii), il faut montrer que le determinant de de 

~ 8^2 8^2 — ' 8^2 8^2 

la matrice jacobienne J 2 =ia.C(x w z){F 2 , -z —, - 7 ;—) (resp. Jo =JaC('„ y z){F 2 , —)) est non 

'' ' ' ' 8 x 8 z yy’ ’ / Qy 

~ 8% 8%, 8^2 8%' 

nul en tout point M de V{F 2 , ——, ——) (resp. V{F 2 , —-—, —-—)). Un calcul simple montre que 

8 x 8 z 8 y 8 z 


8F2 f8‘^F2 8^F2 ,8^F2. 


8F2 


detJ2 |m= ~ ^ dx8z ^ ) 0 (car sinon S = rj serait 


singuliere), alors il sufiit de voir que A = 


_ ( ctlz 8'^F2 7 8‘^F 


8x^ 8z‘^ 


- ( 


2 .'i2 


8x8z' 


\M 


^ 0 . 


_ QF 2 dF2 

Pour cela on considere un point Mg = (xq, woj^o) de V(F 2 , ——, -r—) d’image Ng par 77 . On a 

_ 8x 8z 

dF OF 

Xq 7 ^ 0 puisque xq-^^ |iVo= ImoT^ Oj done >S'(iug 1 ) n’est pas contenue dans le plan x = 0 et, si 
^[woA) d&igne la projetee de sur le plan y = 0 , on a 1 ) ~ et A,) = (xo,wo) est 

le noeud de Soit h{x,z) = F 2 {x,wgx, z) I’equation de la courbe le fait que le point 

Aq soit un noeud equivaut k B = 0, et il est clair que A = B. 

2® Cas : i G {0,1} Prenons 7 = 0. Comme Aq C (P^ \ ? 7 “^(A)) ~ P^\A, alors le morphisme q 

n’est autre que la restriction de la projection de centre A, i.e., la fleche (Aq, Ai, A 2 , Aaji-^- (Aq, Ai). 

Soient x = Ai/Aq, y = A 2 /A 0 , z = Xg/Xg les coordonnees aflines dans Aq. On a Polg = 
dF dF 

V{Fg, ——, ——) avec Ao(x, y, z) = F{1, x, y, z), et puisque I’equation de tout element de II est de 
8y 8z 

la forme oAq + bXi = 0 oil (a, b) G P^, alors on voit qu’un point M est dans Polg si et seulement 
si le plan tangent TmS est dans II (id M est identifie a un point de P^), d’oii I’assertion (i). 

8Fg 

8x ’ 8z 


dFo dFo 

Pour voir (ii) il sufiit de montrer que le determinant de la matrice Jg = 3 a,C(x,y,z)iFo, ———) 


. , n 7 C ^ n , J 4.7 I 8 Fo 8^Fg 8"^Fg ,8‘^Fg 2 

est non nul sur Polg. Soit M G Polg, on a detJo m= -7;—( o -ttv;-(ttt;-) ) m et comme 

8x 8y^ 8z^ 8y8z 

-z— \mA 0 (sinon S serait singuliere), alors il sufiit de voir que A = ( ^ ° „ ° )^) \mA 0 . 

8x 8y^ 8z^ 8y8z 
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En raisonnant comme dans le premier cas, on voit que A 0 equivaut an fait que le point M est 
de multiplicite 2 dans la courbe S n T^S, mais ceci est assure par I’axiome (L3) (cf. 1.4). □ 

La preuve de la proposition ci-dessus montre que si Ton sait definir les pinceaux de Lefschetz 
d’une surface singuliere, ( c’est le cas pour les surfaces ayant un nombre fini de singularites, et 
a ma connaissance c’est le seul), on pourrait alors generaliser ladite proposition a une surface S 
singuliere et irreductible; dans ce cas le schema des poles serait isomorphe a Sing S U Sing 11 ou 
n est un pinceau de Lefschetz pour S. Faute de pouvoir definir les pinceaux de Lefschetz d’une 
surface singuliere, le theoreme (1.7) se laisse generaliser de la fagon suivante : 

Proposition 1.8. Soit S = V{F) une surface singuliere et irreductible de P^. Soit A une droite 
disjointe de Sing S coupant S transversallement. On definit deux morphismes p et q comme dans 
(1.7). Alors ri~^{Sing S) est un sous-schema ferme de Fol{q,r]*F) et dimPol(( 7 , ? 7 *E) < 1 . 


Demonstration. On va utiliser les notations de la preuve de (1.7). La question etant locale, on 
se place par exemple dans A^. (Le cas de Ag est analogue, celui de Aq et Af est trivial.) Soit 
AIq = {xo,wo,zo) G 77 “^(Sing S), alors 


dF2 , dF2 . dF2 . ^ ^ dF2 

^ Imo = ^ l.(Mo) |,(Mo) = 0 et — 


l?)(Mo)— Oj 


autrement dit Mg G Pol 2 . Pour montrer la deuxieme partie de I’assertion, on sait que dim Fol{q, p*F) 
vaut au plus 2 car Pol(( 7 , 'q*F) est contenu dans S et il est facile de voir que les points de 77 “^ [S'\(Sing 
S' U (A n S))] evitent Pol(( 7 , rf F), i.e., Pol(( 7 , rj*F) 7 ^ S. □ 


Nous arrivons maintenant a la proposition-synthese de cette section. On utilisera les 
Notations 1.9. Pour tout entier n > 0, on note = Spec k\t]/^^n+iy ou t est une indeterminee 
sur k. On note A^ = Spec k\t]. Par {1} (resp. {0}) on designe le point de A^ correspondant a I’ideal 
{t — 1) (resp. (t)), autrement dit, {1} = Spec k[t\/y _ et {0} = Di. 

Proposition 1 . 10 . Soit A une droite generate de P^, on considere r/giP^ ^ P^ I’eclatement de 

p3 

en A et qQ\V^ —> P^ la projection induite sur P^. Soit s un entier positif, on considere F un 
element de H'^{Op3y.f^i{s)) tel G = F |p3x{i} est lisse et Fn = F est non nul pour tout n. 

On pose Pol = Pol((7o x idAG (''70 x idf^i)*F) et Pol„ = Po^gg x ido^, (?7g x ido^)*Fn). Alors 

(i) Pour tout n >0, Polg = Pol„ x Spec k et Pol„ = Pol x £>„ = Pol n (P^ x i7„). 

D„ Ai 

(ii) Pol X {1} = Pol n (P^ X {1}) = Pol(qg, rySG), ce dernier est un schema fini lisse de cardinal 

Ai 

l{s) := s{s — 1)^. 

(iii) Le nombre de points de la fibre speciale (i.e., au-dessus de 0) de la projection Pol ^ A^ est 
au plus l{s), ou Pol designe la fermeture dans P^ x A^ de Pol \ Polg. 

On suppose de plus que Sing P(Fg) est une courbe, alors 

(iv) Pol est un sous-schema ferme de P^ x A^ localement intersection complete de dimension 1; 
en particulier Pol est Cohen-Macaulay. 

(v) Si f est une fonction non nulle definie sur Pol, alors (a) la dimension de toute composante 
irreductible de Supp(/) (i.e., le support de f) est>\ et (b) tout point isole de Supp(/)n (P^ x {0}) 
est dans Pol ; le nombre de tels points est < l{s). 

Demonstration, (i) C’est clair d’apres (1.2, (ii)). 
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(ii) La premiere partie est une consequence de (1.2, (ii)). Pour prouver la deuxieme partie, 
et en vue d’appliquer le thoereme (1.7), il suffit de voir que I’on peut considerer A comme I’axe 
d’un pinceau de Lefschetz de la surface V{G). Ceci est possible car, d’une part A est generate 
dans G(l,P^) et on a un isomorphisme G(l,G(l, P^) defini par la fleche II ^ I’axe de II; 
d’autre part, d’apres (1.5, (ii)), un element general de G(1,P^'^) peut etre vu comme un pinceau 
de Lefschetz de V{G). 

(iii) D’apres le lemme (1.10.1) ci dessous, il existe un voisinage ouvert IP de 0 dans tel 
que le morphisme Pol n (P^ x IP) ^ IP soit plat et fini de fibre generate formee de l{s) points 
simples, ainsi la fibre speciale est formee de m points, chacun de multiplicite egale h pi > 1 avec 

= lis), d’ou m < l{s). 

(iv) La fibre speciale dePol ^ (qui est PoIq d’apres (i)) est de dimension 1 puisqu’elle 
contient un sous-schema isomorphe a SingP(Fo) (cf. 1.8), et (quitte a se restreindre a un ouvert 
de A^ contenant 0 et 1) la fibre generate est de dimension 0 done dim Pol = 1. Comme Pol est 
defini localement par trois equations dans un espace lisse de dimension 4, alors il est localement 
intersection complete et done, en vertu de ([H2], II-8.23), il est Cohen-Macaulay. 

(v) L’assertion (a) est une consequence de (1.11). Pour montrer (b), on considere un point 
P isole de Supp(/) n (P^ x {0}). Soit Y cSupp(/) une composante irreductible contenant P; 
d’apres (a) on a dimP > 1, et comme P est isole dans Supp(/) n (P3x){0} , alors P ^ P^ x {0}. 
Ceci implique que le point general de P est dans Pol , or Pol est un ferme, done P C Pol d’oir 

pgSTp □ 

Lemme 1.10.1. Avec les notations ci-dessus, il existe un voisinage ouvert W de 0 dans A^ tel 
que le morphisme de projection Pol n (P^ x W) W soit plat et fini de fibre generate formee de 
l{s) points simples. 

Demonstration. Par hypothese F est lisse, done il existe un voisinage ouvert W C A^ de 

1 tel que pour tout point ferme a G W on ait F lisse. En utilisant (1.7) on deduit que 

le morphisme Pole (P^ x W') W est fini de hbres formees de l{s) points simples, et quitte a 
reduire W on peut le supposer plat. On a Pol n (P^ x W) = Pol n (P^ x W) (car 0 ^ W) ; 
on pose W = W' U {0}, e’est un voisinage de 0 dans A^. Quitte a remplacer Pol par Po^^^j on 
peut supposer que Pol est reduit, ainsi pour montrer le lemme, il suffit de montrer qu’il n’y a pas 
de composante irreductible de Pol n (P^ x W) dans la fibre au-dessus du point 0 (car W est un 
schema integre de dimension 1). Pour ce faire, soit a G Pol n (P^ x {0}) un element de la fibre 
au-dessus de 0, alors il existe [3 G Pol \ (Pol n P^ x {0}) tel que a G {/3}. Le point /3 ne peut 
pas etre dans la fibre au-dessus de 0 (par definition), ni dans la fibre au dessus d’un point ferme 
a ^ 0 de A^ car sinon a y serait aussi, done /3 est dans la fibre du point generique de A^, i.e., 
(3 G Pole (P3 X W') = Pol n (P3 X W'). On en deduit que (3 est dans une composante irreductible 
de Pol qui ne s’envoie pas sur 0 ; or a G {/?}, done a est dans une composante irreductible de Pol 
qui ne s’envoie pas sur 0. Cela implique que a ne peut pas etre le point generique d’une composante 
de Pol qui s’envoie sur 0. □ 

Lemme 1.11. Soit X un schema Cohen-Macaulay. Soit f G T{X,Ox) \ {0}. Alors pour toute 
composante irreductible Y de Supp(/) on a dimF > 1. 

Demonstration. Soit x un point de Supp(/). Notons B = Ox,x et m I’ideal maximal de B. Comme 
B est un anneau Cohen-Macaulay, alors il existe 6 G B tel que 6{x) = 0 et <5 est non-diviseur de 
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zero dans B. On considers / = Ann(/ 2 :) = {z € B \ z.fx = 0}, alors I est un ideal de B tel que 
V{I) = Supp(/) an voisinage de x. Supposons que dinia; Supp (/) = 0, alors an voisinage de x, 
Supp(/) est ensemblistement egal a {x} ; autrement dit vT = m. On a <5 € m car (5(a;) = 0, soit n 
le plus petit entier tel que G I; alors 

0 = 6^fx = 6{S^~^fx)- Ceci est absurde car, d’une part d^~^fx ^ 0 par definition de n, et d’autre 
part S est non-diviseur de zero. □ 

§2- Deformations des surfaces a singularites ordinaires dans 

2 . 1 . Dans touts cette section on designs par Sq une surface integre de P^ a singularites ordinaires, 
i.e., le lieu singulier de So est une courbe double Lq lisse sauf en un nombre fini de points triples 
Ti, ... ,Tt et contenant un nombre fini de points-pinces Pi,... ,Pp (distincts des points triples) telle 
que pour tout Q € Lq on ait 

I si Q G {Ti,...,Tt} ; 

Oso.Q ^ 3]]/(^2 _ ^ 2 ^^^ si QG {Pi, ...,Pp}] 

Soit Sq la normalises de Sq que Ton supposera lisse. Soit ip: Sq P^ le compositum 
Sq-^S ^P^ ou iz est le morphime de normalisation. Soit Lq = ip~^Lo, le morphisme (p |~^: Lq ^ Lq 
est de degre 2 ramifie le long de Pi,..., Pp qui sont respectivement les images reciproques des points 
Pi,..., Pp. 

Definition 2.2. Soit X une variete lisse de dimension n sur le corps k. Soient mi,...,m„ des 
elements de T{U,Ox) ou U est un ouvert de X. On dira que {ui,... ,Un} est un systeme de 
parametres uniformisants dans U si {dui ,..., dun} est une base de flx/k \u■ 

Definition 2.3. Soit X un schema, et soit x G X un point. Un voisinage etale de x dans X est 

la donnee d’un triplet {X',e,x') ou e : X' -s- X est un morphisme etale de schemas et x' est un 

point de X' tel que e(x') = x. 

Avec ces notations et definitions on montre la 

Proposition 2.4. Soit Q G Lq \ (Ti,...,T*, Pi,..., Pp}. Soit Fq I’equation de So ; il existe 
un voisinage affine Stale {Vo,eo,Q') de Q dans P^, et il existe {Pq^\ Pq^\ Pq^'} un systeme de 
parametres uniformisants autour de Q' tels que : 

(i) eS(Po) = 

(ii) P(Pg^') et P(Pq^') sont lisses et se coupent transversalement en Q'. 

(iii) Quitte a se restreindre a un ouvert de Vq on a Lq = Cq^Lq est defini par Pq^' = Pg^' = 0. 

Demonstration. Soient U un voisinage affine de Q dans P^ et ^ = p~^(U) ; notons P un antecedent 
de Q. Soit {u, vj (resp. {x, y, z}) un systeme de parametres uniformisants dans V (resp. dans U). On 
pent supposer (quitte a effectuer un changement lineaire des parametres) que u(R) = v{R) = 0 et 
que x{P) = y(P) = z{P) = 0. Notons {pi, p 2 , V’s) les composantes du morphisme p. La matrice du 
morphisme tangent T,p au voisinage de P possede un mineur non nul, par example,^ ^, 

alors le morphisme 

P X ^ U 

{u,V,f) ^ {pi{u,v),p2(u,v),po{u,v) +f) 
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est etale au voisinage du point {R, 0). 

Notons encore Fq la restriction Fq |[/- Comme I’image de Sq x {0} par 'll; est contenue dans 
So, on a 'ip*{Fo) = on est une fonction definie sur V x A^. Pour montrer la proposition, 

il sufRt de prouver le : 

Lemme 2.4.1. On pose Fq^^ = Au + Bv + Ct (mod. (m,v, t)^), alors {A, B) ^ (0,0). 


En effet si, par exemple, A ^ 0 et si Ton pose Fq^’ = t, Fg^' = v et Q' = {R, 0), alors 


5(Ft 


( 1 ) 
0 : 


T 7 ’( 2 ) 
-^0 ’ 


F®) 




iQ') 


(C A B\ 

det \ 1 0 0 =^ 7^0 

VO 0 l) 


et comme Fg^'(( 5 ') = 0 alors {Fg^\ Fg^\ Fg^’} est un systeme de parametres uniformisants autour 
de Q' (si F 7 ^ 0 on prend Fg'*’ = u). Quitte a restreindre P a un voisinage ouvert de R, on pent 
supposer que {Fg^\ Fq^\ Fg^'} est un systeme de parametres uniformisants dans P x A^. 

On pose Po = P X A^ et eg la composee de ip et de I’immersion [/ '^ P^. L’assertion (i) est claire. 

Pour montrer (ii), on remarque que {Q') = A 7 ^ 0 (i.e., P(Fg^’) est lisse en Q') et que A est 
un mineur de la matrice 

B C\ 

d{u,v,t) ^0 0 1 7 I ■ 


Montrons I’assertion (iii). On a Fq = ^(Fq) et e5(Fo) = Fq^'Fq^\ done le lieu des points doubles de 
e5(Fo) est I’ensemble des zeros communs a Fg^' et Fg^b Done ensemblistement Fg = P(Fg^\ Fg^'). 
Comme Fg est reduit (car Fq est un schema reduit et €„ est etale) et P(Fg^', Fg^’) est reduit (car 
Fg^’ et Fg^’ font partie d’un systeme de parametres uniformisants), alors I’egalite Fg = P(Fg^\ Fg^’) 
est une egalite schematique. 


Preuve du lemme 2.4-1- On va montrer que A=B=0 implique 
contredit le fait que Cq est etale en Q'. Posons 


d{e*x,e*y,e*z) 

diu, V, t) 


{Q') =0, ce qui 


x*{u,v,t) = e*x = OiooU + OoioU + ttooit + des termes de (m, V, t)^ 
y*{u,v,t) = e*y = biooU + bowU + bgoit + des termes de (m, v, t)^ 


On a alors 


d{e*oX,e;y,e;z) , ^ , 9z%^,^ 


OU ex — Uoio^ooi ^ooiboio, Id — Uioo^ooi O-ooi^ioo Ot y — Uioo^oio ^oio^ioo- 

D’autre part on a : 

X .y — eiiQQbiQpU F ^010^010^ F (^010^100 F ^100^010)^^ F des termes de (r/., u) F ^[(^001^100 F 
aioobooih F (flooi^oio F Uoio^ooi)!’ F aooibooit F des termes de (m, v, t)^]. 

Quitte a changer les coordonnees, on sait que Osq,q — k[[x,y, z ]]/autrement dit, le 
developpement de Taylor de Fq est egal a xy, ainsi x*y* =e2Fo = t.FQ^\ ce qui implique en 
particulier les egalites suivantes : 

A = Clooibioo F Uioo^ooii F = Uooi^oio F eioiobooi, eiiQpbiQQ = Uoio^oio “ ^ 010^100 F Uioo^oio “ 0- 
Celles-ci donnent dans le cas A = F = 0 les egalites 

ex = 2Uo01^010 ~ 2 Gqiq 1>001, /? = 2(Zo01^100 “ 2 ( 1 x 00^0017 y ~ 2(loio^lOO “ 2(1x00^010 


d’ou Ton deduit a = /d = y = 0en etudiant les 4 cas donnes par les egalites Uxoo^ioo = Ooio^oio = 0. □ 



La premiere question que Ton pourrait se poser a propos de la proposition precedente est de 
savoir si celle-ci est est valable pour les deformations plates infinitesimales de Sq ; le cas echeant, la 
surface S'o ne pourra pas etre lissifie. Nous allons montrer que la reponse est “oui” sous certaines 
conditions relatives a I’existence de courbes tracees sur S'o decoupant sur Lq un nombre “assez 
sufSsant” de points qui sera au moins le degre de la surface duale a So- L’utilisation des schemas 
polaires definis dans la section 1 est la base sur laquelle reposera toute la demonstration. Nous 
aurons au prealable besoin de 

Notations et hypotheses supplementaires 2.5. 


Soit So comme dans (2.1), on supposera de plus que Lq est lisse et irreductible. (Supposer que Lq 
est irreductible ne nuira pas a la generalite dans la mesure ou on pourra remplacer dans ce qui suit 
Lq par une de ses composantes irreductibles.) 

Soit Co C So une courbe lisse et irreductible qui coupe Lo en dehors des points-pinces 
et ce transversalement, on note {Qi ,..., Qr} = Co H Lo- Les points Qi,. -. ,Qr n’etant pas des 
points-pinces, on pent leur appliquer la proposition (2.4). II existe done un voisinage etale affine 
(Vb, eo, Qi,..., Qi) des points Qi ,. - - ,Qr dans P^, avec Qi = eo(Q() pour tout i, et des parametres 
uniformisants Fg^'} dans Vo tels que : 

(i) eS(Fo) = F<^bF<^>. 

(ii) F(Fi^') et F(Fg^') sont lisses et se coupent transversalement en Q'. 

(iii) Lq = Cq^Lo est defini par Fg^' = Fg^’ = 0 . 

Pour tout n > 0, on pose 14 = Vb x F>„ et e„ = eo x , done e„: 14 ^ P^)^ est un revetement etale 
de P|)^, et puique 14 (resp.P|)^) a le meme espace sous-jacent que lb (resp. P^) on pent considerer 
Qi,..., Qi (resp. Qi,..., Qr) comme des points de 14 (resp. P|)^), ainsi (14, e„, Qi,..., Qi) est un 
voisinage etale dans Pf^^ des points Qi,..., Qr- De plus, pour tout n > 0 , on a 14-i-i = 14 x F„ 

£>n + l 

et €-n^l \Vn — ^n- 

On note I’image de t dans k[t\/ 

Proposition 2 . 6 . On garde les notations et les hypotheses precedentes. On suppose qu’il existe 
une famille de drapeaux (C„ C S„ C P|)^)n >0 7 deformations infinitesimales plates du drapeau 
(Co C Fo C P3) avec, pour tout n > 0, Sn = Sn+i x F„ et Cn = C„+i x F„. Notons s le 

Dn+1 Dn+1 

degre de Sq et, pour tout n > 0, F„ S iL°(P|j^,Cp^ (s)) I’equation de Sn dans Pi),^- 

Si r = #(Co n Lo) > s{s — 1)^, alors pour tout n > 0, il existe des fonctions F)f'’ et 
definies sur 14 telles que : 

(i) Fg^' et Fq'’ sont les parametres definis dans (2-4) 

(ii) elFn = Fb^)F®. 

(iii) \vr-.= Fif\ etFif^ \vr-^= F^f^- 

(iv) Fff'’ et Fff'’ font partie d’un systeme de parametres uniformisants dans 14. 


Demonstration. On fait une reccurence sur n. Pour n = 0, on applique la proposition (2.4). 

Soit n > 1 , on suppose le resultat vrai jusqu’a I’ordre n—1. Alors en particulier, il existe deux 
fonctions F^iii et F)ff^ sur 14 _i faisant partie d’un systeme de parametres uniformisants telles que 


eL,C„_i = F«iFi4i FW |v„_,= F«i et Fjf^ |v„_,= F^i- 


Par construction, 14-i est defini comme sous-schema ferme du schema affine 14 par = 0. On 
peut alors etendre arbitrairement les fonctions F)ffj^ et F^^bi en deux fonctions u et u definies sur 
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Vn- On a (e*F„ — uv) \v„-i = 0, done il existe une fonction h definie sur Vn telle que 
(2.5.1) elFr, = uv + elh 


Et la proposition est demontree si on prouve le : 

Lemme 2.7. La fonction h definie dans (2.5.1) est egale d 0 modulo I’ideal 


En effet, sih = au+hv [e„] alors e(Fn=uv+£'fau+£'ff)v. On pose F))'’ =u+£'fb et F))'’ = v+£”a, 
alors e*F„ = FO'^F^ff d’ou les assertions (i) et (ii). L’assertion (ill) est evidente. Pour voir 
I’assertion (iv), on a LIv^jd„ ® k ~ fivo/Lo, comme du \lo (= dF(^^) et dv \lo (= dF((^) sont 

Bfi 

lineairement independants dans flvg/Lg alors, par le lemme de Nakayama, du et dv le sont dans 


Ov„/D„, done aussi dF))'’ et dF))'’ ear 


dFO^ dF(f^ dFO^ dF!f'> 


du dv 


dv du 


„ ,db da . 

= +a;' 


est une unite. 

{Preuve du lemme) On procedera en trois etapes : 

1-Etape : On va montrer que pour tout i G {1,..., r} on a h{Ql) = 0. 


Pour tout j >0 notons C' I’image inverse par de Cj, i.e., C' = Cj x Vj. Fixons un point 


Q queleonque parmi les Qi, il suffit de montrer h \ c' iQ') = 0- 

On a Fn-i |cu= 0 et = F^ff^F^f^. Comme Oc^,q> est integre {C( est lisse, ear 

etale sur Co qui est lisse par hypothese), alors dans Oc' ,Q' on a |c'= F(^'> |c'= 0 ou 

Fn\ lc'= Ic'= 0- On suppose, par exemple, |c/= 0. Les eourbes Co et Lq sont 

transverses en Q, done C( et Lq = Cq^ILo) le sont aussi en Q', et eomme Lq est definie par I’ideal 
alors F)(f^ |c' 7 ^ 0 dans Oci^,q'. Par ailleurs, dans on a F)(f^F)f)_^ lc;_i= 0 

(ear Cn-i C et F)(fi \ci, 7 ^ 0 implique F)ffi 0; pour le voir on utilisera le fait que 

Q/ est isomorphe a Oc',Q'puisque loealement les deformations infinitesimales 

des eourbes lisses sont triviales. Dans Oc'^,q', via un isomorphisme Oc'^,q' — ^c'g.Q’ ® k[t\/ 
ehoisi, on eerit : 


\c'^= ^ 10;= J2i=i^h'^i et h |c;= ou Ui, Vi et hi sont dans C>c',q' 

pour tout i = 1, ...,n. On a alors F)(fi\ q,^^=u \c'^_g= Yll)Zi ^h-iUi, et F0\ = Q implique 

u |c;= u„£”, et eomme e(Fn \c'^= {uv + £”/i) |c;= 0 (C'„cS'„), alors £”(m„vo + /iq) = 0 dans 
,Q' 1 autrement dit, m„Vo + /iq= 0 dans Oq' ^q' ■ Rappelons que la eourbe Lg est definie par Ideal 
(L<"\F<^>), done vo{Q') = |c' {Q') = 0, d’ou ho{Q') = -(u„uo)(g') = 0. 

2-Etape : On va se plaeer dans la situation de la proposition (1.10). Soil A une droite generate 
de P^, on eonsidere ?7 q:P 3 ^ P^ I’eelatement de P^ en A et (/qiP^ ^ P^ la projection induite sur 
Pb 


Soit G G iL°(P^,(!lp3(s)) tel que la surface V{G) soit lisse. Soit F G 7J°(Op3xAi (s)) tel 
G = F |p3x{i} Gt Fn = F |p3xD„-( Le polynome F existe car Tapplication naturelle 
iL"(Op3xAi(s))^i^°(Op3^Js)) X iL0(Op3x{i}(s)) 


est surjective par le lemme chinois.) 

On pose Pol = Pol(( 7 o x id/^i, {r]o x idp^i)*F), et Pol„ = Pol((jf„, ? 7 *L„) avec = ? 7 o x idu^ et 
= 9 o X Nous avons alors le 

Sous-lemme 2.7.1. On suppose 0 (mod (■u,w,£„)). Soit R' G Lq tel que h{R') = 0. Notons 
en{R') = R, alors 
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1) II existe un ouvert U C Pol„ tel que dim(Pol„ \ U) = 0 autour de R et U C y. Dn-i- 

2) R est un point immerge de Pol„ ; plus precisement, le support de la fonction ip := |poI„ 
contient R comme point isole. 

3) Soit tp = |~j, alors Supp (p)r](F^ x {0}) contient R x {0} comme point isole. 


Demonstration. La droite A peut etre choisie de telle maniere qu’elle soit disjointe de Lq. Ainsi le 
point R peut etre vu comme point de Pol (car \ A ~ P3 \ A), et i? est un point de Pol„ car 
i? G Lo (cf. 1.8). 

(1) On se place dans un voisinage de R. Comme on est en dehors de A, alors le morphisme qo 
au voisinage de R n’est autre que la projection de centre A, i.e, qo{x,y,z) = z oil {x,y,z) est un 
systeme de parametres locaux autour de R. Localement, Polo est defini par I’ideal (Fq, 
done dans 14 le schema Pol(^, preimage de Pol„, est defini autour de R' par I’ideal 

{uv + elh,v + el^,u + el^). 

Ce dernier etant contenu dans {u,v,eP, on a h 4^ 0 (mod {u,v,eP)) sur Pol(j. Posons 
U = {M G Pol„ tel qu’il existe M' G Pol(j au-dessus de M avec h{M') ^ 0 (mod (u,r!,e„))}. 


Considerons W = e~^U ; ensemblistement W = {M' G Pol(j | h{M') ^ 0 (mod (M,v,e„))}. 

Alors W est un ouvert non vide de Pol(j (par hypothese), ainsi lA est un ouvert non vide de Pol„ 
et done dim (Pol„ \ U) = 0. Soit M'g W, on a par definition 

= uv{M') = = 0 

et puisque la fonction h est inversible sur W, on a, \u'= 0, et done £” \u= 0. Mais e” = 0 est 
I’equation de Dn-i dans alors C P^ x Dn-i. 


(2) II suffit de montrer que (a) dim (Supp (^) = 0 et que (b) ^ 0 au voisinage de R. 

Pour voir (a) considerons un point x GU, alors (^ = 0 au voisinage de x puisque, d’apres (1) 
ci-dessus, U C done x ^ Supp p. D’oii Supp p GL Pol \ U et est done de dimension 0. 

Montrons (b). Comme tous les calculs sont locaux, on confondra R et Pol„ respectivement 
avec R' et Pol(j. Soit {u',v',z) le systeme de coordonnees locales autour de R donne par 


u =. + e„^, . =» + E„^ 

Soit S le schema defini par u' = v' = z = 0. Alors S ~ Dn, (ensemblistement, e’est R et 
schematiquement e’est le point immerge), et p 0. II reste a voir que S est un sous- 


bv' 


de„ , et done sur S on a 


schema ferme de Pol„. Puisque h{R) = 0, on a h = avt 
dh 

■uv + £”— = e"(aM' + bv' + cz + dSn) ; autrement dit, Pol„ C S = S. D’oii I’immersion S C Pol„. 


(3) On se place dans un voisinage de R. On a Pol„ = Pol C (P^ x Dn) (cf. 1.10), done 
Opoi„.fl = et p = p (mod 1”+^) ( car p |poi„= p, ainsi p ^ 0 (car p ^ It) 

et i? G Supp p (car R G Supp p). Reste a voir que R est un point isole dans Supp ((p)n(P3 x {0}). 
Pour cela considerons x G Pol un point general, par exemple x G U f] Pol ou U est I’ouvert defini 
dans le paragraphe (1) ci-dessus. Montrons que x ^ Supp p. 

On a X ^ R (car R ^ U), et puisque p \u= 0 alors px = 0. II suffit done de montrer que le 
morphisme ^ Opoi„,x = a;/(f:"+i) injectif (car il envoie ^ sur px). 

On a Opoi„,x = (G)~ , or lA C P^ x done t".Opoi„,x = 0, et done 

Pol,a: 

f^.O— . Ceci entraine que pour tout m > n on a , i.e., 

Pol.a: Pol.a: H n _ Pol,a: Pol,s’ ’ 


11 



C rirri^i ; et par le theoreme de Krull, ceci implique t^.O~ = 0. D’ou 

Pol,a; ' im^i Pol,a; 711 Pol,a; 

d^Poi X — —' 

■^oln,a: ^Pol,a^ 

3-Etape et fin : On suppose 0 (mod {u,v,e„)). Alors d’apres (2.7.1, (3)) et (1.10, (v)), le 
nombre des zeros de h est au plus s(s — 1)^. Ainsi I’hypothese r > s(s — 1)^ et le resultat de la 
lere etape impliquent le lemme. □ 

Ce que dit, plus ou moins implicitement, la proposition precedente est que la condition 
r > s{s — 1)^ sufHt pour qu’aucune deformation plate de Sq contenant une deformation plate de 
Co ne puisse lissifier le lieu double de S'q. Plus precisement on montre la 

Proposition 2.8. Soit S'o C une surface d singularites ordinaires comme dans (2.5), dont la 
courbe double Lq est lisse et connexe. Soit Co C So une courbe lisse et connexe qui coupe Lq en 
dehors des points-pinces en r points et ce transversalement. On suppose qu’il existe une deformation 
plate € (resp. &) de Co (resp. So) dans P^ via A = k[[t\], avec £ C ©. Notons s le degre de Sq. Si 
r > s(s — 1)^, alors © est singuliere le long d’un sous-schema (ferme) £ avec 

(i) £ est une deformation plate de Lq sur Z = Spec A. 

(ii) La fibre generique de © est une surface singuliere contenant la fibre generique de £ comme 
courbe double. 

Demonstration. Soit £ C © le lieu ou la projection ©-> Z n’est pas lisse, c’est un sous-schema 

forme de © tel que £n (P^ x Do) = Lq et £n (P^ x Dm) = Lm est le lieu singulier de la projection 

Sm ^ Dm OU Sm — © |p3 

(i) Pas 1. Pour tout entier naturel m, le morphisme Lm Dm est lisse en dehors des 
points-pinces. En effet, nous sommes dans les hypotheses de la proposition (2.6), en particulier 
r > s{s — 1)^, done, en dehors des points-pinces, Lm est definie par Um=Vm=0 (mod. £„,) 
a un revetement etale prfe. Or uo et vq sont transverses, done Jac (uo,vo) 0, ainsi Jac 
(um,Vm) 0 (mod. Sm)-, et ceci implique que I’intersection des nappes (um=0) et {vm=Q) est 
lisse sur Dm- 

Pas 2. La courbe Lq n’est pas ensemblistement une composante irreductible de £. Sinon, 
considerons U, une composante irreductible de £ telle que C/red = Lq. Soit Af I’ideal de Lq dans 
U, (i.e. le nilradical de r{U,Ou). Alors il existe un entierno tel que A/""® = 0. Par ailleurs, pour 

tout m > 0, on a Lm — Lq x Dm (dans la topologie etale) car Lm -> Dm est lisse en dehors des 

points-pinces (cf. le pas 1), done {Lm)red = Lq. Ainsi Lm C U. On va voir que pour m > no, ceci 
est impossible : on a t |lo= 0 (car P| est le sous-schema forme de P^^ defini par I’equation t = 0 ), 
ce qui implique t \u& Af, done \u= 0, et, comme on vient de le montrer, |l,„= 0 pour tout 
m, mais ceci est impossible si m > no car \Dm = ^ 0- 

Conclusion. Le morphisme Zred - Z est plat car la fibre au-dessus du point forme, a savoir 

la droite Lq, n’est pas ensemblistement une composante irreductible de £ (cf. le pas 2). Done le 
schema £ est plat sur Z. Ceci demontre I’assertion (i). 

(ii) Notons b le point ouvert de Z et £& la fibre (generique) de £ au-dessus de b. Montrons que le 
lieu double de ©& est ensemblistement egal a £{,. 

On a £& '"'’ip'’'- 2,0. Notons J = Jho/r^ et fb I’equation de ©&. Puisque Lq est singuliere dans 
©{,, alors fb G H^{j‘^{s)). Soit fb€ {J'^/jz{s)) = i7°(Sym^ ■^Lo/p 3 ('S)) I’image de ft. Alors 
fb est une forme quadratique. Dire que Lq est une courbe double, equivaut a dire que la forme 
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quadratique /& est non degeneree an point general de Lq, i.e., de discriminant non nul. Si c’est vrai 
au point point ferme de Z, c’est vrai au point generique 5, par semi-continuite du discriminant. □ 

Dans la proposition precedente, I’existence de la surface 6 , qui est une hypothese essentielle, 
est en general tres difficile a realiser. Nous allons voir dans ce qui suit, qu’en imopsant certaines 
conditions sur le genre et le degre de Cq, cette hypothese est toujours vraie. Plus precisement nous 
avons la 

Proposition 2.9. Soient Sq, Lq, Cq, r, s comme dans la proposition precedente. On note d et g 
respectivement le degre et le genre de Cq. On suppose r > s(s — 1)^. Si d > s^ et g > G{d, s + 1) 
alors, pour toute deformation plate € dans de Cq via A = il existe une surface 6 C 

de degre s telle que 

(i) 6 est une deformation plate de Sq via A contenant € comme sous-schema ferme. 

(ii) & est une surface singuliere de lieu singulier une courbe double, deformation plate de Lq. 

Demonstration. La conclusion de (i) est une consequence immediate du lemme (2.10) ci-dessous 
applique a n = s. On en deduit (ii) d’apres (2.8). □ 

Lemme 2.10. Soit C C P^ une courbe lisse et connexe de degre d et genre g, tracee sur une 
surface integre S de degre s. On suppose g > G(d, n + 1) pour un certain entier n> s. Alors, pour 
toute deformation plate de C dans P^, parametree par un anneau de valuation discrete A sur k, 
il existe une famille T de surfaces de P^, de degre n telle que : 

(i) £ est un sous-schema ferme de T plat sur Z = Spec A. 

(ii) Si de plus d>s.n, alors la fibre speciale de T est egale a S U A, oil A est une surface de 
degre n — s. 

Demonstration. Precisons d’abord quelques notations : on note a, (resp. b) le point ferme (resp. le 

point ouvert) de Z. Soit tt un generateur de I’ideal maximal de A tel que v{'k) = 1 ou n designe la 

valuation de A. Soit K le corps de fractions de A. 

La fibre generique €b = €x Spec K est une courbe lisse et connexe de P^, de degre d et 

z 

genre g. Puisque g > G{d, n + 1), alors, par definition de G{d, n + 1), il existe une surface X 
de degre n (eventuellement reductible) contenant Cfc. Soit ^GH^{Op3^{n)) le polynome homogene 
definissant X. Posons r =—min{ti(c), c est un coefficient de et h = alors h est un polynome 
non nul a coefficients dans A, car w(c. 7 r’’) = v{c) + r > 0 pour tout coefficient c de definissant 
ainsi une surface T de degre n dans P^. Nous allons voir que T repond aux assertions (i) et (ii). 

(i) Les deux fibres du morphisme induit T —> Z etant definies par des polynomes non nuls, car 
la fibre Ta (resp. T{,) au-dessus de a (resp. b) est definie par la classe de h modulo I’ideal maximal 
de A (resp. egale a X), alors ([M2], Example P, p. 299) T ^ Z est plat. Le morphisme € ^ Z 
etant plat, on a £ irreductible et son point generique g s’envoie sur b. Comme £& est contenue dans 
Th, alors 77 G T. On en deduit I’inclusion £ C T sachant que T est un sous-schema ferme de P^. 

(ii) D’apres ce qui precede, on a C = €aC^aO S et deg{^a)='n, ainsi I’hypothsese deg(C) > s.n 
implique necessairement dim(ira H S') = 2 ; comme S est irreductible, ceci implique S C Ta. Soit / 
(resp. ha) le polynome definissant S, (resp. &a), alors / divise ha, et la surface A cherchee est celle 
definie par le quotient □ 

Nous arrivons maintenant au resutat principal de cette section. ( Nous verrons son utilite, 
dans la prochaine section, pour construire des exemples de composantes non reduites du schema 
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de Hilbert Hd^g ). Rappelons que la normalisee Sq de S'o est supposes lisse, done ce n’est autre que 
reclatement de So le long de Lq, e’est aussi la transformee de S'o via reclatement de le long de 
Lq. 

Proposition 2.11. Soient So, Lq, Cq, r, s comme dans la proposition (2.8). On note d et g 
respectivement le degre et le genre de Cq. Soit Co C So la transformee stricte de Co. Si 

(1) r > 2s(s — 1)^ 

(2) d > sa et g > C{d, cr + 1) pour un certain entier a tel que s < a < 2s. 

(3) h^{0~yCo){a)) = h\0~^{-Co){s)) = 0. 

Alors, pour toute deformation plate C dans P^ de Co via A = il existe une surface & C P^ 

de degre a verifiant les assertions (i) et (ii) de la proposition (2.9). 

Demonstration. Soit € C P^ une deformation plate de Cq. Comme d > sa et g > C{d,a + 1) 
alors d’apres (2.10), il existe une surface T C P^ de degre cr, plate sur A et contenant € comme 
sous-schema forme; de plus la fibre specials de T est egale a So U Aq ou Ao est une surface de degre 
a — s. 

Il nous suffit de montrer que la surface T ainsi definie est egale a A U © oil 6 (resp. A) est une 
deformation plate, parametree par A, de So (resp. Ao). En effet, puisque € est irreductible et 
£ C © U A, on a € C © ou £ C A. Cette derniere inclusion est exclue puisque, d’une part aucune 
composante irreductible de Ao n’est contenue dans So (car So est irreductible), et So Ao (car 
degAo < s) et done SoCAo est une courbe de degre s(a — s). D’autre part, comme deg Co > sa, on 
a, <Za = Co Ao {a designs le point forme de Spec A). D’oii £ ^ A, et done £ C ©. Ainsi © verifie 
la conclusion (i) de (2.9); en utilisant (2.8) deduit I’assertion (ii) et la proposition est demontree. 

Soit h e Id^(Op:^(a)) I’equation de la surface T, on a /i = X(i>o ^ (o')) 

pour tout i > 0. Pour tout n > 0, on pose T„ = T x D„ C Pfj^ et Cn = £ x £>„ C 

Spec A Spec A 

Pour tout n > 0, soit ii(„) I’equation de T„ dans P|j^ ; par definition, = ho + hi£„ +.. . + e)^hn. 
Avec ces notations, pour montrer I’existence des surfaces A et © comme ci-dessus, il revient au 
meme de demontrer le 

Lemme 2.12. Il existe deux suites {f(n))n € n i/0(Op3^ (s)) et (A(„))„ G 

n>0 n>0 

telles que pour tout n > 0 on ait 

(i) f{n) b„-i= /(n-l) , A(„) b„_i= A(„_ 1 ) 

(ii) f{n)^{n) • 

En effet, les suites (/(„))« et (A(„))„ du lemme sont, grace a la propriete (i), respectivement 
des elements de |im (s)) et Urn H°{Op3^ (cr — s)). Par ailleurs, puisque A ~ )im D„, on 

a lim^ H^{Op3^ (j)) ~ pour tout entier j. Soit / = lim^ /(„) et A = (im ^^ A(„), alors la 

propriete (ii) implique h = /A. On pose © (resp. A) la surface de definie par / (resp. A), et le 
lemme est demontre. 

( Preuve du lemme). On fait une recurrence sur n. Pour n = 0, on a To = S'o U Aq. Notons /(o) 
(resp. A(o)) I’equation de So (resp. Aq). Posons /(q) = /o et A(o) = Aq, on a alors /i(o) = /(o)A(o)- 
Supposons le lemme vrai jusqu’a I’ordre n. Il existe alors /(„) G H^{Op3^ (s)) et A(„) G 
H^{Op3 (a — s)) tels que h(^n) = /(n)A(„). Soient /i,...,/„ (resp. Ai,...,A„ ) des elements de 
H^{Op3^{.s)) (resp. H^{Op3^{a — s)) ) tels que : 

f(n) = fo + Snfl S-+ ^nfn , \n) = Aq + e„Ai H-h e((A„ . 
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Comme \d„= ^(n) alors il existe G e (Op3 (a)) tel que 

h(n+i) = ifo + Sn+ifi H-+ £^+i/n) (Aq + e„+iAi +-h e”+iA„) + e^+iG . 

II suffit de prouver que G est dans I’ideal (/o, Ao). En effet, si G = a/o + 6Ao ou a G — s)) 

et b G H^{Op3{s)), alors 

^(n+l) = ifo + £n+l/l +-1“ ^n+lfn + ^n+l^) (^0 + ^n+lAl H-+ Sn+l^n + . 

En posant/(„+i) = /o H-h e^^+i/n + et A(„+i) = Aq H-h e”+iA„ + , le lemme est 

demontre pour le rang n + 1, et done pour tout n > 0. 

Pour prouver que G est dans (/o, Aq), nous allons proceder en plusieurs pas. 

Soit T le sous-schema de defini par I’ideal (/o, Aq). Soit (p le morphisme defini dans (2.1). 
On note T = Lp~^T et G = p*G, notons ici que G G H^{0~ (a)) et que 0~ (T) ~ 0~ (a — s). Le 
but de ce qui suit est de montrer que G |r= 0, pulque dans le 2eme pas ci-dessous on montrera que 
ceci sufSt pour que G soit dans (fo, Aq). L’idee consiste a montrer que G |~= 0 (cf. pas 4), ensuite, 
et e’est I’operation la plus difficile, passer de G |~= 0 a G \t= 0. Pour cela on verra qu’en fait 
G |~= 0 implique que G s’annule sur T sauf peut-etre aux points-pinces, et en utilisant la preuve 
du 2eme pas, on montre que les points-pinces annulent G car sinon ce sont des points immerges 
de T', le cone affine sur T, mais ceci est exclu en vertu du premier pas, done G |t= 0. 

Pas 1. Soit T' le cone affine sur T, alors T' n’a pas de points immerges. En effet, puisque 
/o est irreductible et degAo= a — s< s =deg/o, les polynomes /o et Aq n’ont pas de composantes 
communes. Done codim T' = codim T = 2, ce qui implique que T' est I’intersection complete de 
^(/o) et E(Ao), et d’apres ([Ar], Theoreme 5.1), il est ainsi Cohen-Macaulay, et done depourvu de 
points immerges. 

Pas 2. Si G \t= 0 alors G G (/o, Aq). En effet, G |t= 0 implique G \t'= 0 sauf peut etre 
en O, I’origine de A|. Si G ^ 0 dans Gt'.o : alors G est une section de Ot' supportee en O, et 
done O est un point immerge de T', ce qui est exclu par le premier pas. Done G \t'= 0, et comme 

alors G G (/o,Ao). 

Pas 3. Montrons G 0- Pour tout m < n, notons Sm (resp. A^) la surface de 

definie par /(^) (resp. X(m))- Par hypothese de recurrence, on a = S'n U A„, et on montre 
comme dans la preuve de (2.11) que G„ C Sn- Done (/o + • • • + e^+i/n) |c„= /(n) |c„= 0; 
il existe alors (3 G H^iOcois)) tel que (/o + • • • + Sn+lfn) \C„+ Par ailleurs on a 

h |c„+i= h(ri+i) |c'„+i= 0, car £ C T, done 

^n+l[/5(Ao + • • • + £"+iA„) + G] |c„+i= 0 ) 

i.e., (Ao/9 -f G) |c’o= 0. Ceci entraine G |~ G (Aq \-x ), or T n Go est le sous-schema de Go defini 
par Aq done G 1^^^^ = 0. Ceci sera essentiel dans le pas suivant. 

Pas 4. On montre G |~= 0. Considerons la suite exacte 

que Ton tensorise par 0~ , on obtient alors la suite exacte 

0 ^ ^ G~(-Go n f)ia) ^ 0~ia) ^ ^ 0 

o~ 

ovlH = Tor^ (0-^,0-). Soit 1C le noyau de 0~{a) on a alors la suite exacte 

o~{-Co n f)ia) ^/c ^ 0 
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Comme Ti est supports par T n Co qui est un ensemble fini, alors H^{Ti) = 0, d’ou la suite exacts 


0 ^ ^ H°{0~i-Co n T){a)) H°{IC) 0 

Considerons maintenant, en rappelant O-g (T) ~ C~ (ct — s), le diagramme commutatif 


suivant : 


So' 


C~(-Co)(s) ^ C~J-Co)(a) ^ C~(-ConT)(a) 


So 


^So(^) 


^So(-) 

1 

^Co(-) 


O^ia) 


^?nCo( 


D’apres le pas 3, on a G 0, alors G G H^{0~^{a)) s’envoie sur 0 dans H^{0~^~^{a)), ainsi 

G|~G H^{IC). Parailleurs, on a 7J°(C~(—Co n T){a)) = Gear, par hypotheses, Co)(cr)) = 

/ri(C~ (-Co)(s)) = 0, done H^{JC) = 0, et done G |~= 0. 

Notons Ao = (/?*(Ao), e’est une section de 0~ (a — s) dont T est le schema des zeros. D’apres 
_ *^0 _ _ 

le pas precedent, on a G |~= 0, done il exists une section a G H^{0~^{s)) telle que G = Ao5. 
Notons V I’ensemble des points-pinces. Nous allons montrer a laide des pas qui suivent qu’il exists 
une section a'G(s)) telle que a = ip*a' sur S'g, ou S'g = 5'o \ 7^ et S'g = (p~^{Sq). 

Pas 5. On se place dans le voisinage etale (14, e„) dans des points de Go n Lq, defini 
dans (2.5). Puisqu’on est dans les hypotheses de la proposition (2.6), il exists des parametres 
uniformisants t6„ et de 14 tels que e*/(„) = t6„u„. ( Pour eviter d’allourdir les notations, et tant 
que le contexts est clair, on omettra les e*). Posons F = fo + ■ ■ • + Sn+ifn, et soient u et v des 
sections de H^{Ovr^+i{s)) telles que u |y„= Un et v \vn= Vn- H exists (i G H'^{Ov„+i{s)) tel que 
F = uv + elX\l3. 

Notons Lg I’image inverse de Go dans Vn+i par le morphisme e„+i, alors /3 |lj ne depend 
pas des relevements choisis u ei v. En effet, soient u' et v' deux autre sections telles que u' |v„= u„ 
et \vn= ; il exists alors a, b, (3' dans (®)) tels que 

u' = u + , v' = V + , F = u'v' + sXXXP' ■ 

De I’egalite u'v' + = uv + on tire (3 = (3' + av + bu (mod. £„_|_i), et done [3 \l*= (3' |l* 

puisque Gg est defini dans P„+i par I’ideal (t6,u,e„^i). Ceci permet de voir que j3 \l* descend en 
une section rationnelle de Olo{s), qu’on note (3lo, qui est reguliere sauf peut-etre aux points-pinces. 


Pas 6. On pose (3 = (p*{(3lo), alors #(p61es de (3) < 2[s(s — 1)^ — degGLo(s)]. En effet, 
par une variants du theorems de Bertini, pour une section generals fn+i de Gp3(s), les zeros de 
fn+i \lo +/3lo ®o^t tons simples et ses poles sont ceux de I3lo - Par ailleurs, en tout point de Gg ou 
fn+i \lo +/3lo s’annule, le schema 


Po\{q : 


D„ 


jl 

D„ 


Ki) P’ + ^n+l/n+l) 
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a un point immerge (cf. preuve du sous-lemme ( 2 . 7 . 1 )). Done #{zeros de (/n+i \lo +/ 3 lo)} — 
s(s — 1 )^. Or #{p 61 es de j 3 } = 2 #{p 61 es de / 3 lo}, car deg(/? = 2 . Done #{p 61 es de /?} = 2 #{zeros 
de (/„+i \lo +/ 3 lo)} - 2 dege>Lo(s) < 2 [s(s - 1 )^ - dege>Lo(s)]. 

Pas 7 . On montre que pour tout P G Co n Lq, on a 5 (P) = —j 3 {P). Soit P G Co n Lq, 
notons Q son image par (p. Comme dans le pas 5 , on se place dans un voisinage etale de Q. On a 

F = uv + et hn+i = PA + £”|}C, ou A = Aq H-h £”+iA„. 

Puisque |c„= 0 , hn+i |c„= 0 et A \co 7 ^ 0 , on a P |c„= 0 ) et done uv |c„= 0 . 
On suppose, par exemple, que la courbe Co est contenu dans la nappe {u = 0 ). Puisque Co est 
transverse a Lq, v |co n’est pas diviseur de zero, done v |c„ ne Test pas non plus. D’ou u |c„= 0 . 
(Dans I’autre cas v |c„= 0 )- Ainsi il existe 7 G H^{Oco{s)) tel que u |c„+i= £^n+i 7 - Par ailleurs, 

puisque hn+i |c„+i= P |c„+i A |c„+i +e^X\{G |co) = 0 , on a 


Done 


Ce qui implique 


[w |c„+i V \Cn+i +£n+liP lco)]A |c„+i Ico) = 0- 

^n+l[^ ICo +A ICo (7 'v\Co + /3 ICo)] = 0- 
G \Co +(7 \Co ^0 \Co +P ICo) ^ \Co= 0- 


ri Gl~ 

D’ou I’egalite = -(quo + P) |coj car Ao |co 7 ^ 0 . Mais a et vq{P) = 0 , done 

5 (P) = -P{P) . 


Pas 8 . Notons V I’ensemble des points-pinces. Nous allons montrer qu’il existe une section 

a'GP°(C 5 '(s)) telle que a = Lp*a' sur Pg, ou Pg = Po \ P et Pg = 

Comme a |~ est une section (reguliere) de 0~^{s) (qui est un fibre de degre 2degCLo(s) ) et 

/3 + 3 I 7 est une section rationnelle de Oy (s) dont les poles sont ceux de /3, alors d’apres le pas 6 , 

on a #{ zeros de (/ 3 + 5 |y )} < 2s(s—1)^. Or par hypothese #(ConPo) = #(C'onPo) > 2s(s—1)^, 
_ ^0 _ 

done d’apres le pas 7, P -\-a \~ = Q. Ainsi P est reguliere (en particulier Pl^ est defini sur Po) et 
5 |~ = —ip*Plo en dehors des points de ramification. Nous allons voir que 5 |~ descend en une 
section sur Sq. 

Voyons d’abord ceci geometriquement; Sq (qui est la normalisee de Sq) est localement la 
reunion de deux nappes, et en recollant ces nappes (on recolle en fait les paires de I’involution 
induite sur L'q = Lq \ on obtient la surface Sq. Pour avoir une section sur Sq, il faut avoir 

une section sur Sq qui a la meme valeur sur les deux nappes. Or en dehors des points de ramification 
on a 3 |~ = —(p*Plo, done 3 |~ est fixee par I’involution induite sur Lq. Done 3 |~ descend en 
une section sur Lq, et ceci implique que 3 descend en une section a' sur Sq. 

Une autre faqon de voir cela consiste a considerer le diagramme commutatif (de normalisa¬ 
tion) suivant : q - > Og' (s) -^ (s) -^ P -^ 0 

i r « 

0 ^ OlGs) —^ ‘P*0~is) ^ P ^ 0 

U 

OU P est un faisceau de rang 1 localement libre sur Lq. On obtient le diagramme commutatif 


suivant : 

0 - 

1 

"^0 

1 

£r°(p) - 

II 

0 


0 - 

1 

1 

H% 0 ~, (s)) 

^0 

II 

i 7 °(P) - 

0 
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On obtient a' en observant 0 = & o = b{a \j ,) = a(a) 

Conclusion. On a G |s^= a'Ao |s', done G \t*= 0 oil T* = T\V. Or T est une intersection 
complete de dimension 1, done T n’a pas de points immerges, et un argument analogue a celui du 
pas 2 on deduit G \t= 0, ce qu’on cherchait. □ 


§3- Application au schema de Hilbert Hd,g. 


Dans cette section, le resutat principal que nous allons prouver est le 
Theoreme 3.1. Soient d et g deux entiers satisfaisant : 


(A) 

(B) 


G{d, 8) < g < ~ > d > 95 

G{d, 8) < g < si d> 147 


Alors il existe une composante irreductible non reduite du schema de Hilbert Hd g dont Velement 
general est une courbe tracee sur une surface quartique a droite double. 


Notations et generalites 3.2. 

3.2.1. On note H{4) I’espace projectif Pi7°((!lp3(4)) des surfaces quartiques dans P^. Soit 
D{d,g; 4) C Hd^g x H{4) le schema de Hilbert des drapeaux courbes-surfaces. Pour toute droite L 
de P^ on pose Ql = Pi7°(l7^^p3(4)); ensemblistement Ql est I’espace des quartiques contenant L 
comme droite double. 

Soit q: D{1,0,A) Hi q la projection naturelle, associant a chaque paire {L,S) la droite L. La 
fibre de q au-dessus de chaque L e Hi^ etant egale a Pi7°(JL/p3(4)), on pent identiher 11(1,0,4) 
a P(p*l7i(4)) ou I C P^ X Hifi est la variete d’incidence et p est la projection P^ x Hi^ Hi.o- 
Posons Q' := P(p*l7/(4)). Ensemblistement, Q' est I’espace des paires (L, S) ou L est une droite et 
S est une surface quartique de P^, contenant L comme droite double. Soit Q I’ouvert de Q' forme 
par les couples (L, S) tels que S est une surface integre, i.e., irreductible et reduite. 

3.2.2. Soit Wd,g le sous-schema de Hi^ x D{d,g,d) image reciproque de Q par le morphisme de 
projection Hi^ x D{d,g,4) Hi^ x H{4). Ensemblistement, Wd,g est forme des triplets {L,C,S) 
ou G est une courbe lisse et connexe de degre d et genre g tracee sur une surface quartique integre 
contenant L comme droite double. On pose p : Wd,g Hd^g la projection induite sur Wd,g. On 
note V I’image schematique de Wd,g par p, e’est la fermeture schematique de I’ensemble des courbes 
lisses et connexes de degre d et de genre g dans P^, tracees sur des surfaces quartiques integres a 
droite double. 

Afin de donner un sens a la definition de Wd,g, on suppose dans toute cette section que 
0 < p < (d— 1)^/8, car ceci assure d’apres le theoreme de Gruson-Peskine ([GP2], theoreme 1.1) 
que Wd,g est non vide et domine Q. 

3.2.3. Dans toute cette section on designera par 5'o une surface quartique integre dans P^, ayant 
une droite double Lq. Soit tt: P^ ^ P^ I’eclatement de P^ le long de Lq. Soit 5'o la transformee stricte 
de So par tt. Notons ip la restriction 7r|~^ . On choisit (Lq, Sq) sufSsemment generate dans Q, dans 
ce cas la surface Sq (qui est aussi la normalisee de S'o) est lisse (cf. [Az], 1-1.3). Ainsi en appliquant 
([S], 1.1), S'o est isomorphe a I’eclatement de P^ en 9 points situes sur une cubique lisse. On a 
alors Pic So — et on pent prendre comme base orthogonale, la famille {A, —Ei,..., —Eg} 
ou A est I’image inverse d’une droite generate de P^ et ou les Ei sont les classes des droites 
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exceptionnelles. Une telle base est dite exceptionnelle. Le morphisme (p: S' ^ est donne par le 
systeme lineaire H =\ (4,2,1®) |, la classe K~^ du fibre canonique de Sq egale a (-3,-1®), et la 
classe de Lq = (p~^Lq est egale a —K~ . Le morphisme tp induit un morphisme Lq -> Lq de degre 

-bo 

2 ramifie en 4 points que Ton notera Ri,..., R 4 . ( Pour les details sur cette construction, on renvoit 
a [GP2] ). Signalons enfin que les hyotheses faites sur Sq impliquent, en vertu de ([R], 4.1), que 
c’est une surface a singularites ordinaires. 

Dans le theoreme suivant nous donnons des conditions suffisantes pour qu’une composante 
irreductible de contenant une courbe Co de degre d et genre g tracee sur Sq, soit non reduite. 
Theoreme 3.3. Soit So une surface quartique d droite double Lq comme dans (3.2.3). Soit Cq C Sq 
une courhe lisse et connexe de degre d et genre g distincte de Lq, on note Cq sa transformee 
striate dans Sq . Soit V une composante irreuctible Hd g contenant Cq . On suppose qu ’il existe une 
composante irreductible W de Wd,g qui domine V. Si hP{0~ {AH—Cq—Lq)) = 0 et ^~ ) = 0, 

alors V est generiquement non reduite. 

L’idee de la preuve consiste a montrer I’inegalite dim TcHd g > dimP ou C est I’element 
generique de V. Par semi-continuite, il sufiit de montrer cette inegalite en Co, et comme dim 
V < dim W < dim T(^Lo,Co,So)'^^ il sufiit alors de voir, en notant t la dimension de T, que 
t(Lo,Co,So)'^ < tca{Hd,g). Pour ce faire nous aurons besoin des resultats intermediaires suivants : 

Proposition 3.4. En utilisant les notations et les hypotheses de (3.2.3), on considere le faisceau 
de 0~ -modules Ai conoyau du morphisme tangent Tg,:T~ (p*Tp 3 . Soient Af = le double 

dual de AA et S: A4 ^ Af le morphisme canonique, alors : 

1 ) A4 est sans torsion, done en particulier S est injectif. 

2) Le conoyau de S est isomorphe a (B‘f^ik{Ri), oil k{Ri) designe le faisceau gratte-ciel 
au-dessus de Ri. 

3) Il existe un isomorphisme Af ~ A/~ ^~(Lo); oil A/~ e.st le fibre normal de Sq dans P. 

Demonstration. 1) Le noyau de Tg, ayant pour support un sous-ensemble de {i?i,.. •, Ra\ (cf. [H3], 
3.1) est done de torsion, mais comme c’est un sous-faisceau d’un fibre vectoriel, il est alors nul. 
Ainsi, AA est un faisceau coherent, localement fibre en dehors de {Ri,..., R 4 } (qui est un ferme 
de So de codimension superieure a 2), done AA est sans torsion. 

2) Le faisceau Af etant refiexif (cf. [H4], 1.2) de rang egal a 1 (celui de AA) est done inversible 
(cf. [H4], 1.9). Soit ij-.Af 0~ un isomorphisme, et considerons la surjection canonique 
Ip: ip*T ^3 AA. Notons v: 0~ ®i=ifc(^i) la somme directe des morphismes d’evaluation. Alors 

-bo 

il sufiit de montrer que la suite 

(3.4.1) 0 ^ ®ti k{Rf ^ 0 

est exacte, avec r = vop et 9 = Soip. 

Plagons-nous d’abord au voisinage d’un point de So qui n’est pas de ramification, alors r = 0 
et (5 est un isomorphisme; I’exactitude de la suite (3.4.1) est deduite de celle de la suite 

0 ^ r~ ^ip*Tp3^AA 0 . 

-bo 

Plagons-nous maintenant autour d’un point R G {i?i,..., S 4 }. Puisque So est a singularites 
ordinaires, on sait qu’il existe des coordonnees locales (s, t) de Sq au voisinage de R telles que 
p{s,t) = {s,st,t‘^) ; ainsi la suite (3.4.1) s’ecrit localement : 

(3.4.2) 0 ^ k[s, t]^-^k[s, t]~^k 0 
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ou M = [ J * 2 i] ’ ^ ^ reduction modulo I’ideal (s, t) (pour trouver Y, on 

verifie que c’est I’unique matrice, a une multiplication prfe par une fonction, telle Y}M = 0.). On 
laisse au lecteur le soin de s’assurer que la suite (3.4.2) est bien exacte. 

3) Soit E le conoyau du morphisme tangent 7 r* 7 ip 3 , c’est un faisceau supporte sur la 

surface quadrique E = ; on montre en fait que £~Oe{‘2,H — E) (cf. [Az], II-3.2). Soient 

le morphisme tangent a I’immersion fermee /r: Sq IP et a la restriction Tt^\'x ; alors il est facile 

OO 

de voir qu’il existe un morphisme ^: A/~ ^ A4 tel que le diagramme suivant soit commutatif 

oo/lr 




So 


(3.4.3) 


To 


So 


T~\~ 

pi So 


ip*Tp3 

/3 




So/P 


£ 


Lt) 


0 


oil /? et 7 sont les projections naturelles. Soit C-T/- 


M 


~ Coker ^ 


0 


So/P 


■ Af le compositum So^, et considerons la 


projection A: Ai ^ Ai |~ ; comme Ker (A) ~ Af{—Lo), alors pour prouver (3), il suffit de montrer 
que la suite suivante est exacte 

(3.4.4) 0 ^ Ai~ ,~-^A/-^Ai Ir ^ 0 . 


•■^so/?—-^IZo- 


Pour ce faire, on procede localement comme dans (2). C’est clair au voisinage d’un point de 

50 \ Lo (car dans ce cas on a M~ ~ ~ Ad ~ Ai et Ai ~ Af(—Lo)). 

Oo/lr 

51 I’on se place autour d’un point de ramification, alors en utilisant les notations de (2), on voit que 


tri 0 0 
lo 0 2 t 


], [ 0 ,- 2 i,l] et 


10 0 
t S 0 
0 0 1 


sont, respectivement, les matrices des morphismes T^, 7 et a definis 


dans le diagramme(3.4.3). La commutativite de ce dernier implique Ct = puisque la 

matrice de i/Za est egale a [0, —2st, s], alors ( a pour matrice [s]. Il reste a observer que JC \~^ est 
isomorphe a k[t] et que A est la reduction modulo (s). 

PlaQons-nous maintenant en un point R de Lq qui n’est pas de ramification, alors il existe des 
coordonnees locales (x, y, z) au voisinage de 7r(i?) telles que la surface So ait pour equation locale 
xy = 0. L’eclatement tt etant defini par (x, w, z) (x, y = xw, z), on verifie que les morphismes 


100 

0 x 0 
0 0 1 


. Pour la meme raison que 


T^, 7 et a ont respectivement pour matrices ‘[g [J °], [ 0 , 1 , 0 ] et 

ci-dessus, on voit que le morphisme ( a pour matrice [x] ; ainsi la suite (3.4.4)) localisee en R est 
exacte, car A^l^ est isomorphe a k[z], et A etant la reduction modulo x. □ 

Corollaire 3.5. On garde les notations de (3.4)- Alors : 

1) AA s ’insere dans les suites exactes 

(4i7 _ Lo) ^ ^ 0 


O^AA' 


So/P 


AA 


Ol^H-Lo) 


0 


(3.5.1) 

(3.5.2) 
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2) h^{M) = 0, done en particulier hP{M) = 25. 


Demonstration. 

(1) Sachant que A/’g — 2Lo), alors la suite (3.5.1) est obtenue en combinant les 

conclusions (1) a (3) de la proposition (3.4). La suite (3.5.2) est deduite directement du digramme 
(3.4.3). 

(2) La suite de cohomologie associee a (3.5.2) donne en particulier la suite exacte 

0 ^ i?°(AA~/p) ^ H%M) ^ H%0~^{2H - Lq)) ^ co/irW~^ H\M) ^ H\0~^{2H - Lq)). 


Or H^{0~ (AH — Lq)) = 0 ( car 4iJ — Lq est un diviseur de degre 8 sur une courbe elliptique), 
^0 _ 

et h^{Og^{AH — 2Lo)) = /i^(A/~^^~) = 0 ([W], 2.2), on en deduit done h}{M.) = 0. Avec ceci, et 

en utilisant la suite de cohomologie associee a (3.5.1), on obtient hP{M.)= hP{p~ (AH — Lq)) — A. 
_ ^0 

Comme K^{0~^{AH — Lq)) = hP{0~^{—AH)) (par la dualite de Serre), et {0~^{—AH)) = 0 (car 
—AH. A = —16 < 0), alors, en utilisant le theoreme de Riemann-Roch, on a hP{0~ [AH — Lq)) = 
^{AH - Lq){AH) + 1 = 8iL2 - 2Lq.H + 1 = 29. On a done h°{M) = 25. 

Proposition 3.6. Soient Sq, Lq, Sq, Lq, H, i?i,...,i ?4 comme dans (3.2.3), et M. le faisceau 
sur Sq, defini dans (3.4). Soit C C Sq une courbe lisse et connexe, de degre d et genre g, distincte 
de la droite Lq ; on note C sa transformee stricte. 

(i) On a la suite exacte suivante : 

0 ^ H°{Mi-C)) H^{M) ^ H^{M\^) H^{M{- ct)) 0 

(ii) Si hP(0'g^{AH — C — Lq)) = 0, alors (a) /i°(A4(—C)) = 0, et (b) il existe une injection 
/rO(0tifc(RO) ^ H\Mi-C)). 

(iii) Si alors on a la suite exacte : 

0 ^ ^ i?°(AAc/pa) ^ H°iM\^) ^ 0. 


Demonstration. 

(i) La suite exacte 0 
M. donne la suite exacte 


O- (—C) ^ 0~^ 0 tensorisee par le faisceau ( sans torsion) 

0 ^ M{-C) 0 


d’ou Ton deduit la suite cherchee dans (i) sachant que H^{M) = 0 (cf. 3.5-(2)). 

(ii) On suppose (AH — C — Lq)) = 0. La suite (3.5.1) tensorisee par O- (—C) donne 

‘JQ <^0 

la suite exacte 

0 ^ H^iMi-C)) ^ H^iO~^{AH -C- Lq)) ^ H%®)^^k{Ri)) ^ H^{M{-C)) 


d’ou les assertions (a) et (b). 

(iii) On aC csL C, car C ^ L, done A/c/pa ~ M-g ou Adgr = (i^*7ip3|~)/^_. Par ailleurs on 
a A/~/g^ = (7~^ \c)/t~ PP\q = ('P*i^3 \ jj )/Ainsi on a la suite exacte 


O^AA; 


C/So 


M' 


Mh 


L’hypothese /i^(A/~^g^) = 0 donne alors la suite voulue. □ 
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Preuve du theoreme 3.3 

Soit Co C So une courbe lisse et connexe verifiant les hypotheses de (3.3). II s’agit de montrer 
I’inegalite t(La,Ca,So)y^ < tCo{Hd,g)- On considere le morphisme canonique f'-W ^ Q qui au 
triplet {L,C,S) associe la paire {L,S). Soit F la fibre de / en {Lo,So), on a la suite exacte des 
espaces tangents : n ^-r ^ ^ n 

d (LojCqjSq)^ (Lo,Co,So) bV .I(Lo,So)^ 

La fibre F n’est autre que le schema de Hilbert Hd^g{So) des courbes de Fld^g tracees sur ^o, done 
T(Lo,Co,So)P = -f^°(-^Co/S'o)> et puisque dimco Hd,g{So) < dim~^ Hd,g{So) (cf. [Kl], lemme 22), on 

"" t(Lo.Co.So)W < t(Lo.So)Q + /i°(Co,AA~ 

Soit M le faisceau sur S'o introduit dans (3.4). D’apres (3.5-(2)) on a h^{M) = 25, et d’apres le 
lemme (3.7) ci-dessous on a t(Lo,So)Q = 25, done I’inegalite precedente devient 

t(Lo.Co.So)W < h°{M) + /i°(A/~^^~J. 

Or, on a, d’une part /i°(A/’~^^~ ) = hP{Mco/r^) — hP{M. Ig^) ( cf. 3.6-(iii)), et d’autre part hP{M.) = 
/i°(AI|gr^) — h^{M{—Co)) (cf. 3.6-(i),(ii)). Done on obtient, sachant que tco{Hd,g) = h^{Mco/r^), 

t(Lo,Co.So)W < tCg{Hd,g) - h\M{-Co)) 

Comme h^{M{—Co)) > 4 (cf. 3.6-(ii)), on a t(Lo,Co,So)^ < tCo{Hd,g), d’ou le theoreme. □ 


Lemme 3.7. Avec les notations de (3.2.1) et (3.2.2), pour tout {L, S) G Q, on a dimr(^ 5 )Q = 25. 

Demonstration. Considerons la suite exacte des espaces tangents 

0 ^ Ts{Ql) ^ T(^l,s)Q ^ Tl{H^^o) ^ 0 

induite par la projection Q x Hi^ i7i.o- On a alors t(^L^s)Q = 4 + ts{QL), car Hi^o (la 
grassmannienne des droites de P^) est lisse de dimension 4. Comme, par definition, = 
P77°(j7^/p3(4)), il suffit done de prouver que /i°( (4)) = 22. Pour cela on calcule /i°(J7l2 /p3(4)) 

oil est le premier voisinage infinitesimal de L. Comme est lie a L par une intersection complete 
de type (1,2), il est arithmetiquement Cohen-Macaulay. Considerons alors la suite exacte 
0^ i7°(JLVP^(4))^ i7°(Ji/P3(4))^ J70(A7 ^/p3(4)) ^ 0 

d’ou I’on tire Ii°(J^/p3(4)) = /i°(Jl2/p 3(4)) = /i°(J'i/p3(4)) — /i°(A/’^/p 3 (4)). On conclut sachant 
que /i°(Jl/ p3(4)) = 30 et que /i°(A/7/p3(4)) = hP{OLii) © C’l(3)) = 8. □ 

Remarques 3.8. Il y a une autre maniere de prouver le theoreme (3.3) (cf. [Az], II-6) : on 
adapte a notre situation les methodes de ([K2], 1-1.3) utilisant la cohomologie d’Andre et la theorie 
developpee dans ([L]), pour calculer T(^Lo,Co,So)'^■ On montre 

T{Lo,Co,So)"^ = TcoHd.g F[°{So,M). 

H°iCo.M\ cto) 

Ensuite on considere la projection T(^Lo,Co,So)'^ '^CgHd.g, on montre que son noyau (resp. 
conoyau ) est egal a H'^{M.{—Co)) (resp. H^{M.{—Co))). Sachant que h°(AI(—C q)) = 0 et 
h^{M{-Co)) > 1, on deduit t(Lo,Co.So)W < tco{Hd,g) comme voulu. 


Dans ce qui suit, nous allons donner des conditions sufiisantes afin qu’une composante 
irreductible de Rd.g, contenant une courbe tracee sur une quartique a droite, soit dominee par 
une composnte irreductible de Wd.g- 
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Proposition 3.9. Soit So C une surface quartique a droite double Lq comme dans (3.2.3). 
Soil Co C S'o une courhe lisse et connexe, de degre d et genre g, qui coupe la doite Lo en r points 
distincts des points-pinces et ce transversalement. On note Co la transformee stride de Co dans 


S'o. Si 


(3.9.1) 

d > 16, G{d, 5) < g < {d — 1)^/8, 

ou bien si 

rd>28, G(d,8) < g < (d-1)2/8, r > 72 

(3.9.2) 

\ hO(C~ (-Co)(7)) = h\0~^{-Co){A)) = 0. 


Alors toute generisation de Co dans g est tracee sur une surface quartique a droite double. 

Demonstration. Pour montrer la proposition, il revient au meme de montrer que si £ C P^ est une 
deformation plate de Co, avec A un anneau de valuation discrete sur k, alors la fibre generique 
de € au-dessus de A est une courbe tracee sur une quartique a droite double (i.e., le morphisme 
classifiant /: Spec A Hd,g se factorise via I’immersion V ^ H^ g). 

Montrons d’abord que I’on peut se ramener au cas oil A est complet, i.e, A est isomorphe a 
un anneau de series formelles k[[ti, • • •, t„]]. Supposons qu’il existe un morphisme g: Spec A ^ V , 
oil A est le complete de A, faisant commuter le diagramme 

Spec A 

3 

Spec A 

Localement V est le lieu des zeros d’un ideal {Fi, .. .Fm), et la commutativite du digramme ci- 
dessus equivaut a dire que les j*f*{Fn) G A sont nuls, et done, comme j* est une injection, que les 
f*{Fn) sont nuls dans A ; autrement dit le morphisme / se factorise via V. Avec le meme argument 
on peut montrer que Ton peut se ramener au cas A= k[[t]]. 

Soit alors £ C P^ une deformation plate de Co, avec A = On applique la proposition 

(2.9) (resp. (2.11)) si Co verifie les hypotheses (3.9.1) (resp. (3.9.2)), en prenant s = 4 (resp. s = 4 
et CT = 7). On en deduit I’existence d’une deformation plate 6 C P^ de So contenant £ et dont la 
fibre generique est une surface singuliere a courbe double, qui est generisation plate de Lo, done 
par platitude, e’est une droite double. □ 

Corollaire 3.10. Avec les notations de la proposition ci-dessus on a : 1) Co est un point interieur 
de I’image de W dans H^ g. 2) Toute composante irreductihle de Hd^g contenant Co est dominee 
par une composante irreductihle de W. 

Demonstration. II suffit d’appliquer des resultats plus generaux, par exemple ([DG], 1.10.2 et 
1.10.3), au morphisme Wd.g —*■ Hd,g. □ 

Comme conequence de tout ce qui precede on a le 
Theoreme 3.11. Soit So une surface quartique a droite double Lo comme dans (3.2.3). Soient Co, 
Co comme dans la proposition (3.9). On suppose que Cq verifie les hypotheses (3.9.1) ou (3.9.2). 
Si de plus /i^(A/g^ygr^) = h'^(0'^^{AF[ — Lo — Co)) = 0, alors toute composante irreductihle de Hd^g 
contenant Co est non reduite. 
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Demonstration. Si Co verifie (3.9.1) ou (3.9.2), alors d’apres (3.10), toute composante irreductible 
de Hd^g contenant Co est dominee par une composante irreductible de Wd,g, c’est done une 
composante non reduite d’apres (3.3). □ 

Preuve du theoreme (3.1) 

Nous arrivons maintenant a la preuve du theoreme (3.1). Elle consiste a montrer que pour 
tout couple d’entiers {d,g) satisfaisant aux hypotheses dudit theoreme, on pent construire une 
courbe lisse et connexe de degre d et genre g tracee sur la surface Sq satisfaisant aux conditions 
(3.9.2) de la propopsition (3.9). Ceci sera facilite par le fait qu’il y a des moyens numeriques 
pour classifier les courbes de Sq, et done de transformer les conditions (3.9.2) en termes purement 
arithmetiques. L’essentiel de la preuve sera de rendre effectives ces conditions numeriques. Pour ce 
faire, on commencera d’abord par prouver la 

Proposition 3.12. Soient Sq, Sq, A, Ei,---,Eg, Eg, Eg, El comme dans (3.2.3). Soit D = 
5A — X]i=i diviseur de Sq tel que 

(1) 5 > rrn + m2 + mz 

(2) mi > m2 > mz > ... > mg > 1 

(3) r :=3S - > 3 

Alors D est effeetif et le systeme lineaire \D\ contient une eourbe lisse et connexe C telle que 

(a) = 0 et EgDC ne contient pas les points de ramification ni aucune paire de points 
en involution; le cardinal de C C\ Eg est egal a r. 

(b) S'z (5 > 13 alors il°(C>~ (4i7 -Eg- C)) = 0. 

(c) St 6 >28 alors - C)) = 0. 

(d) Si mg > 4, TOi > m 2 + 4, r > 9 et (5 > mi + 10, alors E{^{Og^{4:E{ — C)) = 0. 

Soit C I’image par Lp de C, alors est une courbe lisse et connexe, isomorphe a C, coupant la 
droite Eg, transversalement, en r points distincts des points de ramification. Ee degre d de C est 
donne par d = 46 — 2mi — X]i =2 genre g par g = [{6 — 1)((5 — 2) — X]i=i ’’mfimi — l)]/2 

Demonstration. En appliquant ([bH], 3.1 et 3.4), les conditions conditions (1) a (3) impliquent que 
|I1| est sans points bases, done (compte tenu du theoreme de Bertini) un element general C de 
|I1| est une courbe lisse qui evite les points de ramification et, en raison de la condition (3) (qui 
equivaut a C.Eg > 3), on pent voir qu’elle evite aussi les points en involution. En vertu de ([bH], 
1.1), i7^(C~ (—C)) = 0, done, en fait, C est connexe. Le nombre de points de C n Lq est egal a 

C.Eg = 36- X)Li 

Soit g le genre de C; la formule d’adjonction appliquee a C et la condition (3) permettent 
de voir que deg C^ > 2(/ — 2 et done iL^(A/~^g^) = 0. 

Pour voir (a), on observe que <5 > 13 implique A.C < 0, done, d’apres ([D], p.24), 
E[^{0-g (4iL — Eg — C)) = 0. Le meme argument permet de voir que EI^{Og{4:E{ — E — C)) = 0 si 
5 > 28, d’ou I’assertion (c). 

Reste a montrer (d). Pour cela on rappelle le resultat suivant du a M. Skiti, (cf. [S]) : 
Lemme. S'oit C un fibre en droites sur Sg correspondant, dans la base (A, —Ei,..., —Eg), 
au multi-entier (a,bi,..., bg) avec a > bi > 62 > ■ ■ ■ > bg, a > bi+ 62 + bz et C.Eg > 0. Si bg > —1 
alors H^{C) = 0. 

Posons C = 0~ (—Eg — 4iL + C). Le multi-entier entier associe a C est egal a (6 — 19, mi — 9, m 2 — 
5,..., mg — 5). Ainsi sous les hypotheses de (d), (i5 — 19, mi — 9, m 2 — 5,..., mg — 5) verifie celles du 
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lemme ci-dessus, done H^(0~ (£)) = 0, et par la dualite de Serre h^(0~ (£)) = h^(0~ (4H — C)), 
d’ou I’assertion (d). 

La derniere partie est assez claire : le calcul de d et g est classique, et le cardinal de C n Lq 
etant egal a C.Lq vaut r ; les autres affirmations decoulent de ([H3], 3.1). □ 


Preuve du theoreme (3.1) 3.13. 

Soient d ei g deux entiers satisfaisant aux hypotheses (A) et (B), alors d’apres le corollaire 
(3.16) ci-dessous, il existe un existe un decuple d’entiers (d, mi, • • •, mg) verffiant les inegalites : 

(i) TOi > mg > ■ ■ ■ > mg > 4 

(ii) 5 > mi + mg + m 3 

(iii) mi > mg + 4 

(iv) 3(5 - ^ "^3 

tel que d et g soient donnes par les formules 
d = 4(5 - 2mi - Yfi =2 5 = [(<5 - 1)((5 - 2) - Yfi=i 'mii.'mi - l)]/2. 

On considere le diviseur D = SA — X^fei ^i^i, alors D verifie, en particulier, les hypotheses (1), 

( 2 ), (3), (b), (c) et (d) de la proposition (3.12). Ainsi il existe une courbe lisse et connexe Cg dans 
le systeme lineaire |I1| de genre g satisfaisant aux hypotheses du theoreme (3.11). Et ceci termine 
la demonstration du theoreme. □ 


Appendice arithmetique 

Nous etablissons dans ce qui suit les arguments arithmetiques utilises dans la preuve du theoreme 
(3.1). Les methodes de demonstration sont largement inspirees de cedes utilisees par Gruson et 
Peskine dans ([GP2]) et reprises par Hartshorne dans ([H3]). 

Lemme 3.14. Soit d un entier > 95. Pour tout entier g g] G(d, 8 ) , (d — 1)^/8] il existe un entier 
V G [d /8 + 9, (d + l)/2], et des demi-entiers, (i.e. des elements de 2 '^)’ *^ 2 ) ■ ■ ■ ,ag verifiant : 

(1) Fd{v - 1) < g < Fd{v) , avec Fd : X 1 -^ ^{x - l){d-x) 

(2) I CKg |< 0(3 < • • • < ag < — — 4 

(3) —Qfg + Q ;3 + -- - + Q(g<d — u — 8 

(4) 2aj = V (mod. 2) 

(5) d - X)L 2 a* = 0 (mod. 2) 
tels que 

(6) 9 = Fd{v) + l-]^Y!l=2ai- 

Remarque 3.15. Il est facile de voir que les congruences (4) et (5) impliquent que le nombre 
Fd{v) — 2 Si =2 entier. Par ailleurs la fonction Fd atteint son maximum pour 

X = {d+ l)/2, et vaut dans ce cas (d — 1)^/8, done la formule (5) n’a de sens que si Ton impose 
g < {d— 1 )^/ 8 , ce qui est le cas id. 

Preuve du lemme. Soit d un entier > 95. Soit g un entier dans ] G(d, 8 ),(d — 1)^/8]. Il est 
facile de voir que Fd{d/8 + 9) < G(d, 8 ), et puisque la fonction Fd est bijective sur I’intervalle 
[d(d /8 + 9), (d + l)/2], alors ce dernier contient un reel [3 tel que Fd{P) = g. Si P G N, on pose 
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f = /3. Si ^ N, on a [/3] + 1 < {d+l)/2, ([x] symbolise la partie entiere de x) ; on pose v =[(}] + 1. 
II est clair que v verifie la double inegalite (1), compte tenu de la stricte croissance de Fd dans 
[d(d/8 + 9),(d+l)/2]. 

Posons n = 2{Fd{v) + l—g). Alors n est un entier, et, en notant que 2{Fd{v) — Fd{v — l)) = d—2v+2, 
on a 2 < n < d— 2v + 4 et done 2 < n < 6u —68. On va montrer qu’un tel n s’ecrit n = Y^i =2 
les ai sont dans (1/2)Z verifiant les conditions (2) a (5) du lemme. Pour ce faire, on va distinguer 
deux cas, selon la parite de v. 

Supposons V pair. II s’agit de trouver 8 entiers at avec | ai \< vf2 — 4 tels que n = 

Posons q = v/2 — 4, alors n < 3q^ — 2q + 3. Ceci implique, d’apres ([H3], 2.1), que n est somme 
de 5 carres d’entiers, a^, - ■ ■ ,ag avec \ ai |< A^, et done, a fortiori, somme de 8 carres d’entiers en 
posant a2 = <23 = <^4 = 0. 

II reste a verifier la congruence (5) et I’inegalite (3). ( L’inegalite (2) etant evidemment satis- 
faite, quitte a rearranger les ai.). Puisque g est un entier, on a {d — v){v — 1) = X]i=2 (mod. 2), 
ou encore d = Y^i =2 (mod. 2), d’ou la congruence (5). L’inegalite (3) est evidente car u > 12 
Yfi =2 cii = n < d - 2v + 4. 

Si maintenant v est impair, on a Fd(v) G Z. Alors m = 4n — 3 satisfait les hypotheses 
de ([H3], 2.2),i.e., m = 5 (mod. 8) et m < 3p^ + 2p + 1 avec p = v — 8. D’ou I’existence de 5 
entiers impairs Pi avec | Pi \< v — 8 tels que m = Y^i=bP'i- pose | ag 1=^3 = 04 = 1/2 
et at =1 Pil2 I pour t > 5. Le choix du signe de 0:2 se fait ainsi : on ecrit A = 2M + 1, 
ensuite on prend q ;2 = 1/2 (resp. -1/2) si M = d (mod. 2) (resp. M = d—1 (mod. 2)), et ceci 
permet d’obtenir la congruence (5). II reste a veriher I’inegalite (3); pour cela il suffit de verifier 
X]i=5 Pi <2.d—2v — 19. Puisque m = et m -I- 5 < dd — 8u -I- 18 < 2(2d — 2v — 19) (car 

V > 14), il suffit de veriher + 5/2, mais ceci n’est autre que la lapalissade 

Y^i=b^l^i ~ 1)^ — 0- Cooi demontre le lemme. □ 

Si dans I’enonce du lemme ci-dessus on remplace v < {d -\- l)/2 par v < d — 73, (comme 
nous serons amene a le faire en vue de montrer (3.16)), alors celui-ci reste valable pour d > 147 
puisque, dans ce cas, {d + l)/2 < d — 73, et pour qu’il le reste lorsque 95 < d < 146, ( auquel 
cas d — 73 < {d + l)/2), il faut evidemment remplacer dans la preuve precedente I’hypothese 
g < {d — 1)^/8 par g < Fd{d — 3) = 73(d — 74)/2. Ceci explique la presence des regions (A) et 
(B) dans le prochain corollaire. L’interet de la condition d > 95 s’explique par le fait que si Ton 
cherche un entier naturel v < d — 73, il faut a priori avoir d > 73, (done on connait G(d, 8)), et 
on montre moyennant un calcul elementaire que Fd{d — 73) < G(d, 8) pour d < 94. Ainsi, puisque 
dans ce cas la fonction Fd{x) est strictement croissante pour x < d—73 , I’egalite (6) n’est jamais 
realisable avec d < 94 et g > G(d, 8). 

Corollaire 3.16. Soient d et g deux entiers satisfaisant : 

73 

(A) G(d, 8) < g < — 74) si 146 > d > 95 

(B) G(d, 8) < 5 < St d> 147 

8 

Alors il existe un decuple d’entiers {6,mi, ■ ■ ■ ,mg) verifiant les inegalites : 

(i) m-i > 1712 > • • • > iTig > 4 

(ii) S > mi + m 2 + m3 
(hi) mi > m 2 -f 4 

(iv) 3(5 - mi > 73 
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tel que d et g soient donnes par les formulas 

(v) d = 4(5 - 2 toi - X]i =2 

(vi) 2^ = ((5 - 1)((5 - 2) - X;Li “ !)• 

Demonstration. Soient d et g deux entiers satisfaisant aux hypotheses {A) on {B) du corollaire. On 
sait, d’apres le lemme (3.15) et le commentaire qui le suit, qu’il existe un entier v G [(i/8+9, (i—73] , 
et des demi-entiers a 2 , - • • ,C(q verifiant les conditions (i) a (vi) du lemme. On pose 

S = ^{d + 2v - ^ mi = 6 - V , m* = ^ - a* pour i > 2 . 

Alors les congruences (4) et (5) du lemme impliquent respectivement (5 G Z et G Z pour z > 2, 
et une verification simple permet de voir que le multi-entier (i5, mi, • • •, mg) ainsi defini satisfait 
aux conditions (1) a (6), ce qui demontre le corollaire. □ 
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